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Berechnung der Ladungstragerkonzentrationen

T n=2[ f(W)- D(W)dwW
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Lécher

p=2 [1- fW)]- DOW)dW

Zur Berechnung der Ladungstrager-Konzentration n von Elektronen muss man die
Zahl der Zusténde bei einer Energie W im Energieintervall dW mit der
Besetzungswahrscheinlichkeit f(W) multiplizieren .(Gleichung). Wir nehmen hier die
Zustandsdichte D(W) als bekannt an, an anderer Stelle konnen wir diese berechnen.
Integriert Uber alle Energien ergibt sich die Elektronenkonzentration n. Dabei ist noch
ein Faktor 2 zu bericksichtigen, da jeder Zustand von 2 Elektronen - eines mit Spin-
Up und eines mit Spin-Down — besetzt werden kann.

Die Berechnung der Locherkonzentration folgt den selben Schritten. Nur muss
berucksichtig werden, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Besetzung eines Zustands
mit einem Loch gleich der Wahrscheinlichkeit ist, dass der Energiezustand NICHT mit
einem Elektron besetzt ist. Deshalb taucht in der Gleichung fiir Locher der Term [1 —
f(W)] auf.

Das Ergebnis des Integrals ist in der Graphik links dargestellt und zeigt das
Banderschema, die Zustandsdichte D(W), die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion f(W)
und den Wert des Integrals fiir n und p, d.h. von Elektronen und Léchern
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Zustandsdichte: Definition

D(W) = Zustandsdichte
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Fir ein 3-dimensionale System ist die Zustandsdichte
proportional zur Wurzel aus der Energie.
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Die Zustandsdichte gibt die Dichte der Energiezustdnde im Leitungs- oder
Valenzband an. Das Integral Giber die Energie ergibt die Gesamtzahl der Zustande in
dem Energieintervall. Die Dichte ist dabei nicht nur bezogen auf ein Energieintervall,
sondern auch bezogen auf ein Einheitsvolumen des Kristalls, meist 1 cm3. Im
folgenden wird die Zustandsdichte fiir ein freies Elektronengas berechnet. Dabei
sollen sich die Elektronen in allen 3 Dimensionen des Raums frei bewegen konnen.
Das Ergebnis wird lauten: die Zustandsdichte in 3D ist proportional zur Wurzel aus
der Energie. (Gleichung). In der Nanoelektronik kommen heute auch sehr oft 2-
dimensionale und 1-dimensionale Systeme vor. Dann ergeben sich andere
Zusammenhange zwischen Zustandsdichte und Energie. Der Grund hierfiir wird im
folgenden klar werden.
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Zustandsdichte: Gang der Berechnung

Betrachte freie Elektronen im Kristall

Leitungsband
Valenzband

J§ Schrodinger-Gleichung liefert diskrete Energieniveaus

Zustande mit Energie W im Energieintervall dW miissen
£ B aufsummiert werden.

Ergebnis: Zustandsdichte D(W)
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Der Berechnung der Zustandsdichte liegt folgender Plan zu Grunde: der
guantenmechanischen Beschreibung folgend wird das Elektron wird als Materiewelle
betrachtet. Die Losung der Schrodinger-Gleichung mit Randbedingungen fiir ein
freies Elektron in einem Kristall ergeben quantisierte Energieniveaus. Dies
guantisierten Energieniveaus werden als ,,Energie-Zustande* oder einfach als
»Zustdnde“ bezeichnet. Es ergeben sich quantisierte Wellenldéngen lamda und damit
auch quantisierte Wellenzahlen k. Zustédnde zu einer bestimmen Energie W und

Energieintervall dW miissen dann noch aufsummiert werden. Das Ergebnis ist die
Zustandsdichte fur Elektronen im Leitungsband.
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Zusammenhang zwischen Teilchen- und Welleneigenschaften
Impuls und Wellenlange freier Elektronen
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Wir betrachten man zundchst den Zusammenhang zwischen dem Impuls p und der
Wellenzahl k. Die zugehdrige Gleichung hat der Physiker de Broglie aufgestellt.
Erstmalig wurden mit dieser Gleichung eine Teilcheneigenschaft (der Impuls) mit
einer Welleneigenschaft (der Wellenldénge) kombiniert. Die damals noch theoretische
Forderung von de Broglie war zunachst auch unter den Griindervétern der
Quantenmechanik héchst umstritten. Kurze Zeit spater konnten
Interferenzexperimente allerdings die Wellennatur von Elektronen nachweisen und
die de Broglie-Beziehung experimentell bestétigen. Seitdem ist klar: jedem Teilchen
mit einem Impuls p kann auch eine Wellenldange zugeordnet werden. Heute sind
Interferenzexperimente sogar mit Atomen und Molekiilen realisierbar.

Der Zusammenhang zwischen Energie und Impuls ist aus der klassischen Mechanik
bekannt: (Gleichung siehe Folie). Setzt man fir den Impuls nun die de Broglie
Beziehung (Gleichung) ein, und berticksichtig man gleichzeitig, dass (Gleichung 3),
so erhélt man einen Zusammenhang zwischen Energie W und Wellenzahl k
(Gleichung 4). Dieser ,,WW von k* Zusammenhang kénnte man als die Bandstruktur
eines freien Teilchens bezeichnen.
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Beschreibung freier Elektronen durch eine Materiewelle Sy
h2k?
Wik == W)

Das freie Elektron wird durch seine
Materiewelle mit der Wellenlange und
Wellenzahl k beschrieben.

E
Die Materiewelle befinde sich in einem
Halbleiter-Kristall, der als Wurfel mit der
Kantenlédnge L angenommen wird.
Potential im Wirfel = V(x) =0
0 k
Die Materiewelle eines freien Elektrons: lp(x) = l{JO exp ikx

Wellenfunktion ¥(x) in einem Potential V(x)=0
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Die Materiewelle des Elektrons wird durch eine Wellenfunktion Psi(x) beschrieben.
Psi(x) ergibt sich aus der Lésung der Schrddinger-Gleichung, die die Grundgleichung
der Quantenmechanik darstellt. Der Einfachkeit halber betrachten wir im folgenden
nur eine Dimension: die x-Richtung. Die Ergebnisse kénnen spater in 3D
verallgemeinert werden. Aus der Schrédinger-Gleichung ergibt sich als Losung fur ein
Elektron in einem Potential V(x)=0 eine ebene Welle (Gleichung). i ist die imaginédre
Zahl.
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Beschreibung freier Elektronen durch eine Materiewelle

R Periodische Randbedinungen:

Yx+L)=%(x+1L)
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Die Wellenfunktion Psi(x) I16st zwar die Schrodinger-Gleichung, aber noch ohne
Randbedingung. Im nachsten Schritt missen sinnvolle Randbedinungen definiert
werden. Wir wahlen periodische Randbedinungen: die Wellenfunktion setzt sich tber
den Wirfel hinaus periodisch fort. Der ganze Kristall kann so aus diesen Wiirfeln
aufgebaut werden. Spater wird man sehen, dass das Ergebniss unabhangig von der
Wahl des Original-Wiirfels ist.

Periodische Randbedinungen beduetet mathematisch, dass die Wellenfunktion
identisch sein muss, wenn sie um die Kantenldnge eines Wiirfels L verschoben wird.
(Gleichung 1). Daraus ergibt sich (Gleichungen). und am Ende bedeutet dies eine
Randbeindungen fur die erlaubten Wellenzahlen k: nur dann erfillt die Wellenfunktion
die Randbedinungen, wenn k = ganzzahliges Vielfaches von 2 Pi durch lambda. Der
Index x soll uns daran erinneren, dass wir bisher nur eine Dimension betrachtet
haben.
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Die Quantisierung der Wellenzahl k
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Tatsachlich missen wir 3 Dimensionen X,y,z berucksichtigen. Die Ergebnisse fur die
Quantisierung von k sind identisch. Es ergibt sich (3 Gleichungen). Der Abstand
zwischen zwei benachbarten k-Werten betragt : Delta-k = 2 Pi / lambda. Tragt man
alle erlaubten k-Werte in einem k_x/ k_y / k_z Raum auf, so ergibt sich ein
Punktmuster mit dem jeweiligen Abstand von 2 Pi / L.
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Die Zustandsdichte im k-Raum D(k)
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Hieraus ergibt sich die Zustandsdichte in k, d.h. die Zustandsdichte im k-Raum: ein
Zustand bengtigt ein Volumen im k-Raum von (Gleichung fir V_Kk). Die
Zustandsdichte im k-Raum ist die Zahl der Zustande pro Volumen im k-Raum, also 1
durch V_k. (Gleichung) Teilt man nun noch durch das Volumen des urspringlichen
Waiirfels, also L hoch 3, so erhélt man die Zustandsdichte D_k im k-Raum pro
Volumen. Das Ergebnis ist denkbar einfach: die Zustandsdichte im k-Raum pro
Volumen ist konstant, unabhéngig von k, tberall gleich grol. Dies hat man auch
schon an der Punktdichte im k_x/k_y Diagramm gesehen: dort ist die Punktdichte
uberall gleich. Insofern konnte man ein solches Ergebnis erwarten.
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Zustandsdichte
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Allerdings sind wir nicht an der Zustandsdichte als Funktion von k, sondern an der
Zustandsdichte als Funktion von E interessiert. k und E hdngen zusammen
(Gleichung), deshalb kann man beides ineinander umrechnen. Man kénnte nun
leichtsinnigerweise annehmen, dass die Zustandsdichte D(W) ebenfalls unabhangig
von W ist. SchlieBlich hangt D(k) ja auch nicht von k ab. Dies ist allerdings ein
Trugschluss. D(k) bezieht sich namlich auf ein Intervall im k-Raum dk, D(W) hingegen
bezieht sich auf ein Energie-Intervall dW. Deshalb muss auch noch dk in dW
umgerechnet werden. Wir missen also vorsichtiger vorgehen.

Hierzu folgende Uberlegung: D(W) dW ist die Zahl der Zustande mit einer Energie W
in einem Energieintervall dW. Zustdnde konstanter Energie liegen auf einer
Kugeloberflaiche, da W proportional zu k-Quadrat ist. Die zugehorige Gleichung
(Gleichung) ist gerade die Definition einer Kugeloberfliche im k_x/k_y/k _z Raum. Die
Kugeloberflaiche einer Kugel mit Radius k betragt gerade 4Pi x k"2.

Damit ergibt sich: (Gleichungen)



Folie 12

1 T Halbleftertechnik
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Zustandsdichte
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k~2 kann einfach in Energie W umgeschrieben werden. dk muss allerdings aus der
Gleichung fir W(k) abgeleitet werden: (Gleichungen). Damit ergibt sich dk als
funkrion von der Energie W (Gleichung)
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Zustandsdichte
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Ziehen wir die Ergebnisse zusammen, so ergibt sich fur die Gesamtzahl der

Zusténdie bei der Energie W und einem Energie-Intervall dW die obige Gleichung. im

Integranden steht die Zustandsdicht als Funktion der Energie W. Fir diese

Zustandsdichte D(W) ergibt sich eine Proportionalitdt zu Wurzel aus der Energie. Im
Vorfaktor steht neben Konstanten wie z.B. dem planckchen Wirkungsquantum h-quer
noch die Masse. Hierflr ist in Halbleitern die effektive Masse m* von quasi-freien

Elektronen oder Léchern einzusetzen. Dies ist auch der Grund, warum

Zustandsdichten fiir Elektronen und Locher nicht véllig identisch sind, da sich die
jeweiligen effektiven Massen — und damit die Vorfaktoren in der Zustandsdichte -

unterscheiden.
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Solid State Simulation T o O
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Die Verteilung der Elektronen auf die méglichen Zustande im k-Raum folgt der Fermi-
Dirac-Funktion: die Zustdnde werden von niedriger Energie beginnend aufgefillt. Die
Energie des hdchsten besetzen Zustands nennt man Fermi-Energie.



